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Vorwort

Hier eine Sammlung von Priifungsaufgaben. Teilweise sind es abgeédnderte Aufgabergdi algich
umgestaltet und vor allem erweitert worden sind. b

Diese Aufgaben erfordern nicht unbedingt den Einsatz eines CAS-Rechners. T ise V\grden

dennoch Hilfen zum Einsatz eines CAS-Rechners gegeben.

Diese Sammlung wird immer wieder durch eine neue Aufgab@zt.
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a)

b)

Aufgabe 301-1

Thema: Wachstum mit Differenzialgleichung

In einen Behalter fliel3t von oben Wasser hinein. Durch ein Loch im Boden des@ flief3t
gleichzeitig auch Wasser ab. Zum Zeitpunkt t = x (Sekunden) mit x >0 befind (x)
Liter Wasser im Behalter, Zum Zeitpunkt t = O ist der Behalter leer. Der Z |stkonstant und

betraft 0,5 Liter pro Sekunde. Zum Zeitpunkt t = x ist der momentane Abfl Liter pro

Sekunde. Daraus folgt fiir die momentane Anderung der Fiillmenge g(ff die Ie|chung
Zeigen Sie, dass die Funktion g mit g x =100- 1$osung der

Differenzialgleichung ist, fur die gilt: g 0

1. Fragestellung (leichter):

2. Fragestellung:

Berechne die Losung g der Differentialgleic unter der Randbedingung
g(0)=0.

Zeigen Sie, dass die Wassermenge im Behélte and|g zunimmt.

Welches Volumen muss der Behéalter min s haben, damit kein Wasser iberlauft?

Zu welchem Zeitpunkt x ist genau die er bis dahin geflossenen Wassermenge im
Behalter?
Verwenden Sie zur Berechnun as Newtonsche Néherungsverfahren mit dem Startwert

X, = 320. Dieses Verfahren ig abzubrechen, wenn sich die zweite Dezimale zum ersten Mal
WSt auf eine Dezimale zu runden.

nicht mehr andert. Das ﬁrge
L 4
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Aufgabe 301-2 (Hamburg, Abitur GK 2009)

Die nebenstehende Abbildung zeigt den Nordteil y/100 @

der kiinstlich angelegten Insel Rutiba. 3 PY

Rutiba hat ein Strandbad, das durch eine

Absperrkette von der offenen See getrennt ist

(gestrichelte Linie). Stralnd h

Das Nordufer ist durch die Funktion

W29 A 1
fiXxs-—"t—+—
16 2 16 RRHARLLIRD L

gegeben. (Eine Einheit entspricht 100 m in der Realitat.)

Der Insel nérdlich vorgelagert ist ein Felsen bei A(1]3), der als estNle fir Ausflugsdampfer
dient. Diese Anlegestelle ist bisher nur durch eine Bootsverbind oy nordlichsten Punkt P auf der

Ostseite von Rutiba zu erreichen.

a) Bestatigen Sie rechnerisch, dass ,0stlich” (also rec er y-Achse der ,nordlichste”

Punkt auf dem Graphen von f die Koordinaten P

b) Berechnen Sie die grof3te (in y-Richtung gemessene)¥ntfernung der Kette vom Ufer und

bestimmen Sie die Flache des bestehenden St db.ades auf ganze m2 gerundet.

C) Die Anlegestelle liegt im obigen Koordin m bei A(1| 3) . Ein Boot, das von P zur

Anlegestelle fahrt, muss einen bestim rs (= Winkel der Fahrtrichtung zur Nordrichtung)
fahren. Erganzen Sie die obige Abbi rch das Einzeichnen dieses Sachverhalts und

bestimmen Sie den Kurs und die ge fur die Fahrt.

Da das Strandbad aufgrund gefahrlicher Stromungen haufig fir den Badebetrieb gesperrt werden
muss, soll es nun zu einem neuenAgr der rauen See geschutzten Seebad umgebaut werden. Dazu

4
liegen der Planungskommiss'om wirfe vor (siehe Anlage). Bei beiden Entwurfen wird ein
¥

Damm angelegt. Dadurch rofRer Badesee.

Die Breite des Dammes soll im yteren vernachlassigt werden.

d) Im ersten Entvrf (PI2
Funktion g besQgriebegfwerden, die zwei Tiefpunkte genau an den Hochpunkten der Funktion f

ch, dass jede Funktion der Form

1) kann der Damm im Intervall -2 < x <2 durch eine trigonometrische

—>a~cos(%-x)+a+%—g mita >0

igenschaft besitzt.

e den Parameter a, so dass die Flache des neu entstandenen Badesees genau

2 betragt.
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Im zweiten Entwurf (Plan 2) hat der Damm die Form einer Parabel. Fur sie gilt:

. 1,2, 45
h: x—-3x*+2 @

f) Berechnen Sie die Ubergangsstellen zum alten Ufer (beschrieben durch die Fu @ und

weisen Sie nach, dass der Ubergang knickfrei ist.

o)) In dem zweiten (parabelférmigen) Entwurf soll eine Seebriicke von der Angg
zum neuen Damm gebaut werden. Aus Kostengriinden soll die Seebrig oglichst kurz

sein.

Skizzieren Sie die Anlegestelle und die zu bauende Seebriicke in P arlder Anlage und

bestimmen Sie die Lange der Seebriicke.

A

Plan 1 Y \\Q
o

Badesee
? 4

.
7Y \ A
Plan 2 ~° Y
Damm
Badesee
X
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Aufgabe 301-3 (Abitur 1998 — BW)

Das Schaubild K der Funktion f mit @

f(x)=-2x*+2x*, xeR

haft dgs Profil

P aus in

beschreibt zwischen dem Hochpunkt H von K und dem Punkt P(—Z | f(—2)) Mmoo

eines Flusstales. Das Profil des angrenzen Geléndes verlauft von H aus horizon#g
Richtung der Geraden durch P und den Punkt Q(3]f(3)).

a) Untersuchen Sie K auf gemeinsame Punkte mit den Koordinatenachsg#f wie Hoch-, Tief- und

Wendepunkte. @
Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden PQ. Q

Zeichnen Sie das Profil des Tales mit dem angrenzend% e in ein Koordinatensystem
ein.

Bei Hochwasser steigt das Wasser bis zum Punkt

Berechnen Sie den Inhalt der Querschnittsflache dann mit Wasser gefiiliten Tales.

b) Von H soll eine unterirdische gerade Leitun ehen und im Punkt B u | f(u )) mit
0 <u<4 ins Tal munden.

Bestimmen Sie B so, dass die Leitung moqghst steil verlauft.

c) Bei Trockenheit ist der Wasserspie m Punkt R(1| f(l)) abgesunken.

Ab welcher Hbhe Uber H ist diese ZU sehen?

{.ék
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Aufgabe 301-4
Abitur BW 2010 — Aufgabe 1.3

Ein Segelboot gleitet mit der konstanten Geschwindigkeit 160% an einem ruhenden J¢
vorbei. Das Motorboot nimmt zu diesem Zeitpunkt Fahrt auf und fahrt dem Segelboot

Die Geschwindigkeit v(t) des Motorbootes ist flr t > 0 stets positiv und wird dur S

v(t)=960-e" -960-e ;t>0

beschrieben (Zeit t in min seit der Vorbeifahrt, Geschwindigkeit v(t) in %)

a) Skizzieren Sie das Zeit-Geschwindigkeit-Schaubild des Motorbootes fldie ersten funf Minuten.

Bestimmen Sie die héchste Geschwindigkeit des Motorbootes in el Zeitraum.
Wann nimmt die Geschwindigkeit des Motorbootes in diesem 4§ am stérksten ab?
Welche mittlere Geschwindigkeit hat das Motorboot in d @f Minuten?

Wie lange fahrt das Motorboot in diesem Zeitraum schnell s Segelboot?

(D (6VP)
b) Wie weit ist das Motorboot nach zwei Minuten gefa !
Bestimmen Sie einen Term der Funktion, die den §o torboot zuriickgelegten Weg in

Abhangigkeit von der Zeit beschreibt.
Legt das Motorboot nach diesem Modell mehr 5 m zuriick?
Zu welchem Zeitpunkt Gberholt das Motorbo egelboot?

C) Zum Zeitpunkt to = 2,55 holt das Se

(6VP)

as Motorboot wieder ein. Beide Boote verringern
ab diesem Moment ihre Geschwi Ab dem Zeitpunkt to wird die Geschwindigkeit des
Motorbootes durch die Tangent Schaubild der Funktion v an der Stelle to beschrieben.

Wann kommt das Motorboot gum Stillstand?

4
Die Geschwindigkeit d@@otes kann ab dem Zeitpunkt to ebenfalls durch eine Gerade
S

beschrieben Werdenx boot kommt am gleichen Ort wie das Motorboot zum Stillstand.
Wann kommt das Boot zur&tillstand?

O (6VP)
G
Q
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al)

a?2)

L6ésung Aufgabe 301-1

1. Fragestellung: @
T
Zu zeigen ist, dass die Funktion g mit g(x) =100-100.¢ 200" Lésung der Diﬁe@eichung
ist, fur die gilt: g(0)=0.
L 4
__1 1
Ableitung: g'(x)=-100-e 200 (-+%) a"
. s . . ) : 1 1
Einsetzen in die Differentialgleichung: g'(x)==-===-9(x)
2 200
le_wlox = l__l . _,100 . e_ZéOX:|
2 2 200
Berechnung der rechten Seite:
__1 1 1
l—i.[loO—loo-e ZOOX}: L2 N = L2
2 200 2 \ 2
Somit stimmen linke und rechte Seite Uberein. m
AuRerdem gilt: g(0)=100-
2. Fragestellung: Berechnung der Lésung.
Vereinfachung der Gleichung durch die Substitution
Ableitung nach x: z'=
Umformung der Differentialgleichung: '=2z
. dz
Trennung der Variablen: —200~d—:z
X
E = _i .dx
z 200
Integration: o4 \ dz__ 1
00 z 200
In|z| = L xic baw. In|z| = S In|K|
200 200
Umformen und enfassen: In|z| - In|K| = 1
200
z 1
— | =——X
K 200
2| _ o 200"
K
L
K
Q 2= K. 70"
X
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1
Riicksubstitution: i1 y=k.e 20"
2 200
_iy — k.e_T%OX _l
200 2

1 x

y =9g(x)=-200-k-e 20" +100

4
Verwendung der Randbedingung: g(0)=0 b

9(0) =200k -e° +100 4F20Qg + 100

Durch Vergleichen folgt: -200k +100=0 < 20’ =100 < k=%

Ergebnis aus (2): y=g(x)=-100-e +4J00

b) Die Ableitung der Fillstandsfunktion g ist:

Man erkennt, dass fur alle x gilt:

Die Funktion g hat einen Grenzwert:
limg(x) =100, denn es gilt:

Gegen diesen Wert steigt der Pegel im Gef§

Wenn der Behélter also mindestens 100 st, dann lauft er nie Uber.

C) Pro Sekunde flieRt + Liter Wasser zu. Zeit t = x sind also x Sekunden vergangen

und somit 1-x Liter Wasser zugefi
enau die Halfte dieser Menge im Behalter sein.

Also lautet die Bedingung: %'[%'XH] =1.x,

d. h. 'S %)0—100-9_230)(H =1.x, (1)
L 4
Mein CAS-Rechner TI Ns rt Awei Ergebnisse:
‘K x x=0. or x=318.725
Zum einen ist das natirlich dm Anfang (t = 0) solve(lOO—lOO-e a0 =i._\')

der Fall, und d W etwa 318,7 Sekunden.

T e e bt e el T PP

8ot

S

601

: 401

100 200 300 400 500 600 700 800

Laut Aufgabe soll zum Zeitpunkt

A Kol

o
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Losung mit dem Newtonschen Naherungsverfahren:
__1
Aus (1) bildet man die Hilfsfunktion: ~ h(x)=4-x+100-e 200 _100 @
. ~1x
Ihre Ableitung: h'(x)=4+100-e 20" .(->%)
1

h(x)=4-3e 20 t ]
Das Newtonsche Néherungsverfahren arbeitet mit dieser Rekursionsformel:

L hexg) Q

n+dl — Sn T,
h'(x,) Y 4
Setzt man hier die Funktionsterme ein, erhalt man: @
1.x 4100, | 100
Xnp1 = Xy — 1 ,
S

Laut Aufgabe beginnt man mit dem Startwert:

X, =320
Man berechnet jetzt daraus weitere Werte mit einem geeidfie echner.
(1) Ich habe meinen CAS Tl Nspire verwendet: ) X Fertig

X+100-¢200 100
; ; ; 4 Define 1‘(\‘)=x‘ 4
Zuerst wurde die Rechte Seite als neue Funktion NEAX= ”
definiert. 3.k 5200
4 2
Dann wurde x, = f(320) ~ 318,728 berechn A320) 8728
Dann x, = f(Ans) ~ 318,725 A318.72761097459) 318.725
7

w
o
o0
(%]
o

A318.72485202102)
Und schon hat sich die zweite Dezimale ¢g ehr geandert. |
Ich habe dann noch x, = f(Ans) ~ 318 mittelt.

Ergebnis:  Der gesuchte ZeitgunQ(H ~ 318,73 Sekunden.

S
(2) Dann habe ich mit @echner CASIO ClassPad [l 1EE

eine rekursive Folge defi und 5 Glieder berechnen

lassen. 7y
Harv=an—-
ap=328

20 4 168. ¢ 299 — 100

W Edit Grafik + I;I
B

Rekursiv | Explizit |
Zan =

318.72
318.72
318.72
318.72

N IR

Zan
1.1 _ 268
37z°¢
Y
an ]
318.72

4]
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